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Δίτροχο κινούμενο ςε κεκλιμζνο επίπεδο 

Το δίτροχο του ςχιματοσ αφινεται από τθν κορυφι του κεκλιμζνου επιπζδου τθ χρονικι 

ςτιγμι    . Το όλο ςφςτθμα που ςυνδζει τουσ τροχοφσ ζχει αμελθτζο βάροσ και ςτουσ 

άξονεσ περιςτροφισ οι τριβζσ κεωροφνται αςιμαντεσ. Οι τροχοί  είναι ομογενείσ με τθν 

ίδια μάηα   και τθν ίδια ακτίνα  . Το κεκλιμζνο επίπεδο ςχθματίηει γωνία   
 

 
 με το 

οριηόντιο επίπεδο και εμφανίηει ςυντελεςτι τριβισ με τουσ τροχοφσ         . 

Δίδονται οι ροπζσ αδράνειασ ωσ προσ τουσ άξονεσ               και     
   

 
  για τον κάτω 

και πάνω τροχό αντίςτοιχα. Επίςθσ δίνεται ότι     
 

  
. 

1. Υπολογίςτε τθν επιτάχυνςθ του ςυςτιματοσ. 

2. Βρείτε τισ ςυναρτιςεισ των ταχυτιτων των ςθμείων επαφισ των τροχών με το 

κεκλιμζνο επίπεδο ςε ςχζςθ με το χρόνο. 

3. Αν         βρείτε το ρυκμό παραγωγισ κερμότθτασ ςε ςυνάρτθςθ με το χρόνο. 

4. Τι ποςό κερμότθτασ κα ζχει παραχκεί από τθ χρονικι ςτιγμι μθδζν μζχρι τθ 

χρονικι ςτιγμι     ; 

Απάντηση 

1.  

Επειδι το ςφςτθμα ςφνδεςθσ κεωρείται αβαρζσ           
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Επίςθσ επειδι το ςφςτθμα δε ςτρζφεται                                     

          

Δθλαδι τελικά οι αλλθλεπιδράςεισ μεταξφ τροχών κα ςυςτιματοσ κα είναι παράλλθλεσ ςτο 

κεκλιμζνο επίπεδο και κα ζχουν το ίδιο μζτρο    

Οδθγοφμαςτε λοιπόν ςτο παρακάτω ςχιμα: 
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Η οριακι τριβι που ςυμπίπτει με τθν τριβι ολίςκθςθσ είναι 

         
  

 
   

  

 
 

Ίδια και για ςτουσ δυο τροχοφσ. 

Θεωροφμε αρχικά ότι κανείσ τροχόσ δεν υφίςταται ολίςκθςθ και γράφουμε τισ εξιςώςεισ 

τθσ μεταφορικισ και τθσ ςτροφικισ κίνθςθσ για τον κάκε ζνα. 

Κάτω τροχόσ 

  
  

 
           

            

        

Και θ πρώτθ ςχζςθ γράφεται 

  
  

 
                (1) 

Πάνω τροχόσ 

  
  

 
           

    
   

 
     

   
    

 
 

  
  

 
   

 

 
           (2) 

Προςκζτοντασ τισ (1) και (2) 

    
    

 
 

Αφαιρώντασ 

  
    

 
 

Αλλά 

   
     

 
 

    

   
   

  

 
     

Άρα θ υπόκεςθ μασ δεν ευςτακεί, ο κάτω τροχόσ κα υφίςταται και ολίςκθςθ.  
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Για τον άλλο τροχό 

   
    

 
   

  

 
     

Δθλαδι ο πάνω τροχόσ είναι πικανόν να μθν ολιςκαίνει. 

Θεωροφμε ότι ο κάτω τροχόσ υφίςταται και ολίςκθςθ ενώ ό πάνω όχι. 

Για τον κάτω τροχό τώρα  

           
  

 
 

  
  

 
        

   
  

 
       

    
    

  
    

 

  
 

Για τον πάνω τροχό 

   
     

  
 

 

 
  

  

 
   

  

 
     

Άρα θ τελευταία υπόκεςθ μασ είναι ςωςτι, ο κάτω τροχόσ κα ολιςκαίνει κυλιόμενοσ ενώ ο 

πάνω κα κυλίεται χωρίσ να ολιςκαίνει. 

Η επιτάχυνςθ του δίτροχου κα είναι   

       
 

  
 

2.  

Ο πάνω τροχόσ κυλίεται χωρίσ να ολιςκαίνει άρα το ςθμείο του που βρίςκεται ςε επαφι με 

το κεκλιμζνο επίπεδο ζχει μθδενικι ταχφτθτα ωσ προσ αυτό 

     

Το ςθμείο επαφισ του κάτω τροχοφ ςυμμετζχει ςτθ μεταφορικι κίνθςθ του τροχοφ με 

ταχφτθτα           
    

  
  και ςτθ ςτροφικι κίνθςθ του τροχοφ με γραμμικι ταχφτθτα 

       

Υπολογίηουμε τθν    (μζτρο) 
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οπότε 

     
  

 
  (αλγεβρικι τιμι) 

και 

           
  

  
  

Συνεπώσ θ ταχφτθτα του ςθμείου του κάτω τροχοφ που βρίςκεται ςε επαφι με το 

κεκλιμζνο επίπεδο κα είναι 

   
  

 
            

3.  

Οι «απώλειεσ ςε κερμότθτα κα οφείλονται ςτθν τριβι ολίςκθςθσ του κάτω τροχοφ. Ζτςι 

  

  
       

  

 
  

και για τισ δοςμζνεσ τιμζσ 

  

  
 

 

 
              

4.  

Από το χρωματιςμζνο εμβαδόν του 

διαγράμματοσ ζχουμε 

  
 

 
 
 

 
      

Εναλλακτικά κα μποροφςαμε από το      

διάγραμμα τθσ    
  

 
  να βροφμε το 

           οπότε  

                     

Και επίςθσ το        κα μποροφςαμε να το 

είχαμε υπολογίςει ωσ 

                         .  

  

  

  

  
 
 

 
  

     
  

  

  
 

 

 
        


