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            Αο ζεσξήζνπκε έλα ζύζηεκα Ν ζσκαηηδίσλ πνπ θηλνύληαη ππνθείκελα ζε δεζκνύο 

(constraints).  Παξαδείγκαηνο ράξη, όηαλ κηιάκε γηα ζηεξεό ζώκα, έλαο δεζκόο είλαη ην 

γεγνλόο όηη νη απνζηάζεηο  ijr


 ησλ δηαθόξσλ πιηθώλ ζεκείσλ πξέπεη λα παξακέλνπλ 

ζηαζεξέο.  Άιιν παξάδεηγκα είλαη έλα δαθηπιίδη πνπ κπνξεί λα θηλείηαη ζε κηα θπθιηθή 

ζηεθάλε.  

          Έλαο δεζκόο ιέγεηαη νιόλνκνο (holonomic) αλ κπνξεί λα εθθξαζζεί κέζσ 

καζεκαηηθήο ζρέζεο ηεο κνξθήο: 
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                                              (1) 

 

   Έλα ζύζηεκα Ν ζσκαηηδίσλ, ρσξίο δεζκνύο έρεη 3Ν αλεμάξηεηνπο βαζκνύο ειεπζεξίαο. 

Σώξα αλ ην (νιόλνκν) ζύζηεκα ππόθεηηαη ζε Κ δεζκνύο (όπσο ζηελ παξαπάλσ ζρέζε) , ηόηε νη 

βαζκνί ειεπζεξίαο ηνπ γίλνληαη 3Ν – Κ. Σόηε κπνξνύκε λα εηζάγνπκε 3Ν – Κ λέεο αλεμάξηεηεο 

ζπληεηαγκέλεο, ηηο q1 ,q2 ,q3 ,  ….,q3N-k , ζπλαξηήζεη ησλ νπνίσλ νη παιηέο ζπληεηαγκέλεο 

γξάθνληαη: 

                                    1 1 1 2 3 3( , , ,.... , )N Kr r q q q q t
 
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              Γηα έλα ζύζηεκα πνπ ππόθεηηαη ζε νιόλνκνπο δεζκνύο κπνξεί θαη ππόθεηηαη ζε 

δπλάκεηο, πνπ πξνέξρνληαη από ζπλήζε ή γεληθεπκέλα δπλακηθά, κπνξεί  θαλείο λα 

θαηαζθεπάζεη ηελ Λαγθξαλδηαλή (Lagrangηan), θαη ζπλαθόινπζα λα εμάγεη ηηο εμηζώζεηο 

ηεο θίλεζεο. Γηα ην ζθνπό απηό πξέπεη λα εθθξάζεη ηελ θηλεηηθή θαη ηελ δπλακηθή ελέξγεηα 

ηνπ ζπζηήκαηνο ζπλαξηήζεη ησλ γεληθεπκέλσλ ζπληεηαγκέλσλ. Γηα ηελ θηλεηηθή ελέξγεηα 

Σ, ε κεηαηξνπή ησλ Καξηεζηαλώλ ζε γεληθεπκέλεο ζπληεηαγκέλεο γίλεηαη κέζσ ησλ 

ζρέζεσλ (2) . 

             Σόηε ζηε γεληθόηεξε πεξίπησζε ε θηλεηηθή ελέξγεηα γξάθεηαη: 
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 Μεηά ηηο πξάμεηο, είλαη θαλεξό όηη ζα πξνθύςνπλ (κεηά ηελ νκαδνπνίεζε) ηξείο πξνζζε- 

ηένη, κε ηε γεληθή κνξθή: 
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Όπνπ ηα:  
0M , jM  θαη jkM  είλαη ζπλαξηήζεηο ησλ r


θαη ηνπ t (άξα ησλ q


 θαη ηνπ t). 

Mε ζύγθξηζε ησλ όξσλ πξνθύπηεη όηη: 
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           Έηζη ζηε γεληθή πεξίπησζε ε θηλεηηθή ελέξγεηα ηνπ ζπζηήκαηνο ζσκαηηδίσλ κπνξεί  

πάληνηε λα γξαθεί ζαλ ην άζξνηζκα ηξησλ όξσλ, πνπ είλαη νκνγελείο ζπλαξηήζεηο ησλ 

γεληθεπκέλσλ ηαρπηήησλ. 

Δειαδή, κπνξνύκε λα γξάςνπκε (ζηε γεληθόηεξε πεξίπησζε): 

                                                     0 1 2T T T T    ,                                                        (8) 

όπνπ: 

Σ0   είλαη ζπλάξηεζε αλεμάξηεηε ησλ γεληθεπκέλσλ ηαρπηήησλ,    

Σ1   είλαη γξακκηθή  ζπλάξηεζε ησλ γεληθεπκέλσλ ηαρπηήησλ, 

 Σ2    είλαη δεπηεξνβάζκηα ζπλάξηεζε ησλ γεληθεπκέλσλ ηαρπηήησλ. 

                 Απηά ζηε γεληθόηεξε πεξίπησζε. Αλ όκσο νη δεζκνί (constraints) είλαη αλεμάξ- 

Σεηνη ηνπ ρξόλνπ (ζθιεξόλνκν ζύζηεκα), ηόηε νη όξνη  Σ0 θαη Σ1 κεδελίδνληαη θαη 

 «επηδεί» κόλν ν όξνο Σ2. (Δειαδή ηόηε ε θηλεηηθή ελέξγεηα είλαη νκνγελήο δεπηε- 

ξνβάζκηα ζπλάξηεζε ησλ γεληθεπκέλσλ ηαρπηήησλ). 
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