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                      ΑΝΣΙ ΠΡΟΛΟΓΟΤ 

          Αφορμή για την παρακάτω εργασία αποτέλεσε μια 

παρατήρηση του συνάδελφου (και φίλου) Διονύση Μητρόπουλου, 

για την «προσθετική ιδιότητα» της κινητικής ενέργειας. Μοιάζει, 

κατά κάποιο τρόπο σαν να μπορούμε να πάρουμε την κινητική 

ενέργεια σε κάθε άξονα και μετά προσθέτοντας να βρούμε τη 

συνολική. Ισχύει όμως πάντα αυτό;  

            Στο ερώτημα αυτό, σχεδόν αμέσως, ήρθε η διορατική (και 

σωστή) απάντηση από το συνάδελφο και φίλο Διονύση Μάργαρη: 

Έχω την αίσθηση ότι οι κάθετοι άξονες και το πυθαγόρειο θεώρημα είναι οι 

"φταίχτες"... 

           Με την άποψη αυτή συμφώνησα αμέσως, ένοιωσα όμως και 

την ανάγκη να την στηρίξω. 

           Σημαντικό ρόλο έπαιξε και η ανάγνωση του εξαιρετικού 

άρθρου του συνάδελφου Δημήτρη Τσαούση (PhD), Η προσθετική 

ιδιότητα της ενέργειας  από το οποίο μάλιστα έκλεψα τον τίτλο. 

           Επίσης, η εξαιρετική ανάρτηση: Η ΑΡΧΗ ΤΗΣ ΑΝΕΞΑΡΤΗΣΙΑΣ 

των ταυτόχρονων   κινήσεων , του συνάδελφου Ανδρέα Κασσέτα. 

(στην οποία οδηγήθηκα μετά από υπόδειξη του φίλου και συνά-

δελφου, Γιάννη Κυριακόπουλου).          

http://users.sch.gr/dtsaousis/arthra/21kinitiki-en.doc
http://users.sch.gr/dtsaousis/arthra/21kinitiki-en.doc
http://users.sch.gr/dtsaousis/arthra/21kinitiki-en.doc
http://users.sch.gr/kassetas/yPrincipioIndipendenza5.htm
http://users.sch.gr/kassetas/yPrincipioIndipendenza5.htm
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            Θεσξνύκε ηνπο άμνλεο ηνπ παξαπάλσ ζρήκαηνο πνπ 

ζπληζηνύλ έλα πιάγην ζύζηεκα αμόλσλ. Σα g1 θαη g2 είλαη ηα 

κνλαδηαία δηαλύζκαηα πάλσ ζηνπο δύν απηνύο άμνλεο.  Να κε 

δηαθεύγεη ηεο πξνζνρήο καο όηη αθνύ ηα δύν δηαλύζκαηα απηά δελ 

είλαη θάζεηα,  αιιά ζρεκαηίδνπλ γσλία ζ κεηαμύ ηνπο, ην εζσηε-

ξηθό ηνπο γηλόκελν ηζνύηαη κε cosζ θαη όρη κε κεδέλ, όπσο ζα 

ζπλέβαηλε άλ ζ=900. ΢ηε ζπλέρεηα αλαιύνπκε ηελ ηαρύηεηα π 

ζηνπο δύν απηνύο άμνλεο θαη παίξλνπκε ηηο «αληαιινίσηεο »  
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(contravariant) ζπληζηώζεο π1 θαη π2  αληίζηνηρα (πξνζνρή ηα 1 θαη 

2 δελ είλαη εθζέηεο, αιιά δείθηεο . Μαο δίλνπλ ηηο  αληίζηνηρεο 

ζπληζηώζεο. Σν ζπκβνιηζκό απηό ζα ηνλ ρξεζηκνπήζνπκε ζηε 

ζπλέρεηα. Θέιεη πξάγκαηη ιίγε εμάζθεζε γηα λα κπνξεί θαλείο λα 

θαηαιάβεη πόηε  πξόθεηηαη γηα δείθηεο  θαη  πόηε γηα εθζέηεο). Σηο  

δύν απηέο ζπληζηώζεο ζπκβνιίδνπκε κε πα , όπνπ ην α παίξλεη ηηο 

ηηκέο 1 θαη 2. ΢ε πεξίπησζε πνπ εξγαδόκαζηε ζε ηξεο δηαζηάζεηο, ν 

δείθηεο α παίξλεη ηηο ηηκέο 1,2 θαη 3. Η κεηξηθή ησλ δύν αμόλσλ 

πνπ επηιέμακε, πεξηγξάθεηαη από ηνλ κεηξηθό ηαλπζηή, ζηελ 

πεξίπησζή καο ζπκκεηξηθό πίλαθα 2x2 (Αληίζηνηρα ζηηο 3 

δηαζηάζεηο ν κεηξηθόο ηαλπζηήο είλαη έλαο ζπκκεηξηθόο πίλαθαο 

3x3):                       

11 12 1 1 1 2

21 22 2 1 2 2

. . 1 cos

. . cos 1
ab

g g g g g g
g

g g g g g g





     
       

    
     (1) 

όπνπ ζεσξνύκε ηα  1g  θαη 2g , ζαλ ηα κνλαδηαία δηαλύζκαηα 

πάλσ ζηνπο δύν (πιάγηνπο) άμνλεο, θαη κε 1 1.g g , 1 2.g g , θιπ. 

ελλννύκε ην εζσηεξηθό ηνπο γηλόκελν. 

           Πξνθεηκέλνπ λα βξνύκε ηελ θηλεηηθή ελέξγεηα ηνπ ζώκαηνο 

ζα ρξεηαζζνύκε ην εζσηεξηθό γηλόκελν 


.


 ΢ηελ πεξίπησζή καο 

όκσο  θαη επεηδή ε κεηξηθή δελ είλαη Δπθιείδηα (δελ ηζρύεη ην Ππ-
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ζαγόξεην, αθνύ έρνπκε κή κεδεληθά ηα κε δηαγώληα ζηνηρεία ηνπ 

κεηξηθνύ ηαλπζηή), γηα λα βξνύκε ην ελ ιόγσ εζσηεξηθό γηλόκελν 

ζα ρξεηαζζνύκε θαη ηηο «ζπλαιινίσηεο»  (covariant) ζπληζηώζεο , 

δειαδή ηηο πα. Καη ηόηε ζα έρνπκε: 

2 a

a                                                                                       (2).  

 

όπνπ ζεσξνύκε ηελ ζύκβαζε άζξνηζεο ηνπ Einstein, ( επαλαιακ-

βαλόκελνο πάλσ θαη θάησ δείθηεο ζεκαίλεη άζξνηζε ζ΄όιεο ηηο 

δπλαηέο ηηκέο ηνπ) δειαδή: 

2 1 2

1 2

a

a                                                                   (3) 

               Όκσο βξίζθνπκε ηηο covariant ζπληζηώζεο, αλ μέξνπκε ηηο 

contravariant , δειαδή «θαηεβάδνπκε» δείθηεο κέζσ ηεο κεηξηθήο. 

Γειαδή: 

                                          

b

a abg                                          (4) 

 

όπνπ ζεσξνύκε θαη πάιη ηελ ζύκβαζε άζξνηζεο ηνπ Einstein 

(Einstein’s summation convention), ζύκθσλα κε ηελ νπνία 

επαλαιακβαλόκελνο δείθηεο (ζηε (2) ην b) , νλνκάδεηαη βνπβόο 

(dummy index) θαη ζεκαίλεη άζξνηζε. Έλαο βνπβόο δείθηεο 

κπνξεί λα αληηθαηαζηαζεί κε όπνην γξάκκα ζέινπκε. 
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Γειαδή,  π.ρ:       

1 2 1 2

1 11 12 cosg g                                     (5) 

Έηζη ινηπόλ ην εζσηεξηθό γηλόκελν γξάθεηαη: 

2 a a b

a abg                                                                 (6), 

 

ή 

 

2 a a b

a abg        

 

1 2 1 2 2 1 2 2

11 12 21 22( ) ( )g g g g          

 

ή  

 

2 1 2 1 2 2 2( ) 2cos ( )                                      (7). 

 

Οπόηε ηειηθά: 

21

2
kE m 

 

1 2 2 2 1 21
[( ) ( ) 2cos ]

2
kE m      

                   (8) 
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ΔΠΙΜΔΡΟΤ΢ ΠΑΡΑΓΔΙΓΜΑΣΑ: 

 

i)  ζ=600 ,           

 

1
cos

2
 

                         θαη ε (8) γξάθεηαη: 

 

1 2 2 2 1 21
[( ) ( ) ]

2
kE m      

                              (9) 

 

          Φαίλεηαη δειαδή θαζαξά όηη ζηελ πεξίπησζε απηή ε νιηθή 

θηλεηηθή ελέξγεηα ηζνύηαη κε ην άζξνηζκα ησλ δύν «επηκέξνπο» 

θηλεηηθώλ ελεξγεηώλ, απμεκέλν θαηά ηελ πνζόηεηα: 

                                  

1 21

2
kE m 

 

 

ii) ζ = 900  

 cos 0    ,                        θαη ε (7) γξάθεηαη:         

 

  

1 2 2 2

,1 ,2

1
[( ) ( ) ]

2
k k kE m E E    

             (10) 
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     ΢ηε ζρέζε (10), παξαηεξνύκε όηη ε άζξνηζε ησλ δύν επί κέξνπο 

θηλεηηθώλ ελεξγεηώλ καο δίλεη ηελ νιηθή θηλεηηθή ελέξγεηα.  Απηό 

ζπκβαίλεη γηαηί νη δύν άμνλεο είλαη θάζεηνη, νπόηε cosζ=0, δειαδή 

ηα κε-δηαγώληα ζηνηρεία ηνπ κεηξηθνύ ηαλπζηή κεδελίδνληαη. Σόηε 

ν κεηξηθόο ηαλπζηήο γξάθεηαη: 

                                          

1 0

0 1
abg

 
  
 

                                 (11) 

          ΢ηελ πεξίπησζε απηή, εύθνια βιέπεη θαλείο όηη νη covariant 

θαη νη contravariant ( a θαη 
a ) ζπληζηώζεο ηεο ηαρύηεηαο ηαπ-

ηίδνληαη. Δίλαη ε απιή πεξίπησζε, όπνπ γηα λα βξνύκε ην ηεηξά-

γσλν ηνπ δηαλύζκαηνο απιά έρνπκε: 

2 1 2

1 2

a

a         

                                                    ή 

2 1 1 2 2 1 2 2 2( ) ( )                                     (12) 

Δπίζεο, ζηελ πεξίπησζε απηή ην «ζηνηρείν κήθνπο» (line element) 

είλαη: 

2 1 2 2 2( ) ( )a b

abds g dx dx dx dx                           (13) 
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                               ΠΑΡΑΣΗΡΗ΢ΔΙ΢ 

 

i)       ΢ηελ εηδηθή ζεσξία ηεο ζρεηηθόηεηαο (special theory of rela-

tivity) , ν κεηξηθόο ηαλπζηήο ηνπ ελνπνηεκέλνπ «ρσξόρξνλνπ» 

είλαη: 

                  

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

g

 
 
 
 
 
 



        (mostly plus)     (14) 

Οπόηε: 

 

2 2 2 2 2ds dt dx dy dz    
                                        (15) 

 

          Παξαηεξήζηε όηη ν ρώξνο κνηάδεη Δπθιείδηνο.  Μαο ηε ραιάεη 

ην πξόζεκν – κπξνζηά απ΄ην dt. Γη΄απηό  θαη νλνκάδεηαη ςεπδν-

επθιείδηνο 

          ΢ε άιια βηβιία (θαη ζε καο παξαθάησ) πξνηηκάηαη ε κεηξηθή: 

                  

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

g

 
 
 
 

 








    (mostly minus)           (16) 

Οπόηε: 
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2 2 2 2 2ds dt dx dy dz   
                                          (17) 

 

ii)   Γηα ηηο Καξηεζηαλέο ζπληεηαγκέλεο ζην ζπλεζηζκέλν ηξηζδηά-

ζηαην ρώξν, ε κεηξηθή είλαη: 

                            

1 0 0

0 1 0

0 0 1

abg

 
 

  
 
 

                                         (18) 

           Αο ππνζέζνπκε ινηπόλ όηη έρνπκε έλα δηάλπζκα A


ζην ρώξν 

απηό, κε ζπληζηώζεο: 
1 2 3, ,A A A  (νη ηξεηο ζπληζηώζεο ζηνπο άμνλεο 

x,y,z). 

           Πσο ζα βξνύκε ηηο 1 2 3, ,A A A ; 

           Φπζηθά, κέζσ ηεο κεηξηθήο, κε ηε βνήζεηα ηεο ζρέζεο: 

 

                                   
b

a abA g A                                                   (19) 

 

           Αο πξνζπαζήζνπκε ινηπόλ λα βξνύκε πρ ηε ζπληζηώζα 1A  

Δθαξκόδνπκε ηε ζρέζε (19). (Πάληα έρνπκε ζην κπαιό καο ηελ 

ζύκβαζε Einstein, όηη δειαδή επαλαιακβαλόκελνο δείθηεο 

ζεκαίλεη άζξνηζε ζ΄όιεο ηηο δπλαηέο ηηκέο ηνπ). 

Θα είλαη ινηπόλ: 
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1 2 3

1 1 11 12 13

b

bA g A g A g A g A     

                                                                                                     ή  

1 2 3 1

1 1. 0. 0.A A A A A    . 

Οκνίσο βξίζθνπκε όηη:
2

2A A  θαη 
3

3A A . Γειαδή ζην  

ζπλήζε ηξηζδηάζηαην ρώξν θαη γηα νξζνθαλνληθό ζύζηεκα 

ζπληεηαγκέλσλ, νη Contravariant  θαη νη Covariant ζπληζηώζεο 

ελόο δηαλύζκαηνο ηαπηίδνληαη!  Απηόο είλαη θαη ν ιόγνο πνπ δελ 

αλαθεξόκαζηε (νύηε θαλ νλνκαζηηθά)  ζ΄απηέο. 

iii)  ΢πλήζσο ν κεηξηθόο ηαλπζηήο ζηηο ηξεηο δηαζηάζεηο έρεη 

δείθηεο, ηνπο νπνίνπο ζπκβνιίδνπκε κε a, b.  Γειαδή: a,b=1,2,3. 

΢ηνλ ηεηξαδηάζηαην ρσξόρξνλν (΢ρεηηθόηεηα) ζπλήζσο επηιέ-

γνπκε γηα ηνπο δείθηεο ηα γξάκκαηα κ,λ θαη κάιηζηα ζεσξνύκε όηη: 

κ,λ=0,1,2,3. 

Έηζη ην ηεηξάλπζκα (ή ηεηξαδηάλπζκα) «ζέζεο» (4-vector)  xκ  νξί-

δεηαη σο: 

                        
0 1 2 3( , , , )x x x x x                                 (20) 
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όπνπ   x0=t (παίξλνπκε ηελ ηαρύηεηα ηνπ θσηόο c=1),  θαη 

1 2 3( , , )x x x x


.  

Έλα ζπνπδαίν ηεηξάλπζκα είλαη απηό ηεο «ελέξγεηαο-νξκήο» 

(energy-momentum 4-vector). Απηό είλαη: 

   ( , )p E p 


       , όπνπ γηα ζσκαηίδην κάδαο   m , 

 ε ελέξγεηα είλαη  

1

2 2 2( )E p m 


   ,   (c=1 )   . 

Έλα άιιν ζπνπδαίν είλαη ην 4-gradient, πνπ νξίδεηαη: 

                                
0( , )  


,     όπνπ: 

       
0

t





               θαη:              1 2 3

( , , )
x x x

  

  
 


 

 

Σν εζσηεξηθό γηλόκελν ινηπόλ δύν ηεηξαλπζκάησλ είλαη: 

                          
0

0. .A B A B A B A B

  
 
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iv)    Αο δνύκε ηώξα ηη ζπκβαίλεη ζηελ πεξίπησζε ηνπ ηεηξαδηά-

ζηαηνπ ρσξόρξνλνπ ηεο Δηδηθήο Θεσξίαο ηεο ΢ρεηηθόηεηαο 

(Minkowski). Θεσξνύκε  Καξηεζηαλό ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ 

 θαη επηιέγνπκε ηε κεηξηθή: 

                       

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

g

 
 
 
 

 








 

(mostly minus)            (21) 

Θα έρνπκε θαη πάιη: 

                                     
A g A

 
                                            (21) 

Γηα κηα αθόκε θνξά λα ηνλίζνπκε όηη ηζρύεη ε ζύκβαζε Einstein.  

(Eπαλαιακβαλόκελνο δείθηεο – βνπβόο δείθηεο- ζεκαίλεη άζξνηζε 

ζ΄όιεο ηηο δπλαηέο ηηκέο ηνπ) 

            Αο ππνζέζνπκε ινηπόλ όηη έρνπκε έλα ηεηξαδηάλπζκα κε ζπ-

ληζηώζεο     
0 1 2 3, , ,A A A A                                                   

             Θέινπκε  λα βξνύκε ηηο: 0 1 2 3, , ,A A A A  

                Πάκε ινπόλ λα βξνύκε ηελ ζπληζηώζα 0A  

Θα έρνπκε: 
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0 1 2 3

0 0 00 01 02 03

b

bA g A g A g A g A g A                                                                                                                                                 

ή, 

0 1 2 4 0

0 1. 0. 0. 0.A A A A A A      

Έρνπκε δειαδή:    
0

0A A . 

Πάκε ηώξα λα βξνύκε ηε ζπληζηώζα: 1A  

Θα έρνπκε: 

0 1 2 3

1 1 10 11 12 13

b

bA g A g A g A g A g A      

                                                                                                           ή, 

0 1 2 3 1

1 0. 1. 0. 0.A A A A A A       

Βξίζθνπκε δειαδή όηη:
1

1A A    

Με όκνην αθξηβώο ηξόπν βξίζθνπκε όηη:
2

2A A   θαη 
3

3A A   

  

THE EINSTEIN SUMMATION CONVENTION 

     Η ζύκβαζε άζξνηζεο ηνπ Einstein (Einstein’s summation con-

vention) είλαη έλαο γξήγνξνο ηξόπνο γηα λα γξάθεη θαλείο αζξνί-

ζκαηα.  Όηαλ ν  ίδηνο δείθηεο εκθαλίδεηαη δύν θνξέο (ηε κηα ζαλ  
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πάλσ θαη ηελ άιιε ζαλ θάησ δείθηεο) ζε κηα έθξαζε, ηόηε απηό 

ζεκαίλεη άζξνηζε ζε όιεο ηηο δπλαηέο ηηκέο πνπ παίξλεη ν δείθηεο. 

Γηα παξάδεηγκα: 

(ηξόπνο γξαθήο ρσξίο ηε ζύκβαζε Einstein): 

3
1 2 3

1 2 3

1

i

i

i

A B A B A B A B


    

(ηξόπνο γξαθήο κε ηε ζύκβαζε Einstein): 

1 2 3

1 2 3

i

iAB A B A B A B   ,  

Γειαδή:                

3

1

i i

i i

i

A B A B


  

 

ΒΟΤΒΟΙ ΚΑΙ ΔΛΔΤΘΔΡΟΙ ΓΔΙΚΣΔ΢ 

            Έλαο επαλαιακβαλόκελνο δείθηεο, κε ηνλ ηξόπν πνπ 

πεξηγξάθεθε παξαπάλσ, ιέγεηαη «βνπβόο δείθηεο» (dummy 

index) θαη κπνξεί λα αληηθαηαζηαζεί κε θάπνην άιιν γξάκκα, αλ 

απηό βνιεύεη. Αληίζεηα έλαο κε επαλαιαβαλόκελνο δείθηεο 
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ραξαθηεξίδεηαη ζαλ ειεύζεξνο (free) θαη πξέπεη λα εκθαλίδεηαη 

θαη ζηα δύν κέιε κηαο εμίζσζεο. 

Γηα παξάδεηγκα ζηελ εμίζσζε: 

                                          
a c

ab cbS T S T   , 

νη δείθηεο α θαη c είλαη βνπβνί (άζξνηζε), ελώ ν δείθηεο b είλαη 

ειεύζεξνο. Αλ αιιάμεηε ην βνπβό δείθηε  c  ζην δεύηεξν κέινο θαη 

ηνλ «θάλεηε» α, θαίλεηαη ακέζσο ε ηζόηεηα ησλ δύν κειώλ. 

 

                ΚΑΜΠΤΛΟΓΡΑΜΜΔ΢ ΢ΤΝΣΔΣΑΓΜΔΝΔ΢ 

      Αο δνύκε ηώξα ηη ζπκβαίλεη αλ ρξεζηκνπνηήζνπκε 

θακππιόγξακκεο ζπληεηαγκέλεο. Αο πεξηνξηζηνύκε ζην επίπεδν 

θαη αο ζεσξήζνπκε ηηο γλσζηέο καο «πνιηθέο ζπληεηαγκέλεο» 

(polar coordinates).  
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    Να ηνλίζνπκε πξνθαηαβνιηθά όηη νη πνιηθέο ζπληεηαγκέλεο 

απνηεινύλ έλα νζνγώλην ζύζηεκα ζπληεηεγκέλσλ. Γειαδή ηζρύεη: 

                                               
ˆˆ. 0r  , 

όπνπ  r̂  ην κνλαδηαίν ζηελ θαηεύζπλζε ηνπ r


 θαη ̂   ην κνλαδηαίν 

ζηελ θάζεηε θαηεύζπλζε ζην r


. ΢ηελ πεξίπησζή καο ινηπόλ 

ηζρύνπλ: 

                                           .cosx r   

                                           .siny r   

Οη ζπληζηώζεο ινηπόλ ηεο ηαρύηεηαο είλαη: 

( cos ) cos sin
dx d

x r r r
dt dt

        
         θαη 

( sin ) sin cos
dy d

y r r r
dt dt

        
 

Δπνκέλσο ζηελ πεξίπησζή καο ε θηλεηηθή ελέξγεηα γξάθεηαη: 

2 2 21 1
( )

2 2
kE m m x y   

                                          ή 
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2 21
[( cos sin ) ( sin cos ) ]

2
kE m r r r r          

                                                                                                              ή 

                              

2 21
[ ( ) ]

2
kE m r r  

 

 

Σώξα, νη ζπληζηώζεο ηεο ηαρύηεηαο ζηηο πνιηθέο ζπληεηαγκέλεο 

είλαη: 

Καηά κήθνο ηνπ r


, ε ζπληζηώζα είλαη: r . 

΢ηελ θάζεηε δηεύζπλζε ζην r


, ε ζπληζηώζα είλαη: r  

Έηζη ινηπόλ: 

                                       
2 2 2( )r r                    θαη άξα: 

                                 

2 21
[ ( ) ]

2
kE m r r  

 

Παξαηεξνύκε δειαδή όηη θαη ζηηο πνιηθέο ζπληεηαγκέλεο 

(θακππιόγξακκν ζύζηεκα) ηζρύεη ε «πξνζζεηηθή ηδηόηεηα», αθξη- 

Βώο δηόηη πξόθεηηαη γηα  ΟΡΘΟΓΩΝΙΟ ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ. 
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         Να ζεκεηώζνπκε εδώ όηη ηα θακππιόγξακκα ζπζηήκαηα 

ζπληεηαγκέλσλ πνπ ζπλήζσο ρξεζηκνπνηνύκε (Πολικές, 

Κσλινδρικές, Σφαιρικές, Παραβολοειδείς, Ελλειπτικές Κσλινδρικές, 

Διπολικές, Τοροειδείς, Κωνικές, Γεωειδείς Σφαιροειδεις θιπ) είλαη 

όια νξζνγώληα ζπζηήκαηα ζπληεηαγκέλσλ. 

        Μπνξνύκε λα επηηεζνύκε ζην πξόβιεκα θαη κε ηε βνήζεηα ηνπ 

κεηξηθνύ ηαλπζηή. Μηιάκε γηα πνιηθέο ζπληεηαγκέλεο. Θεσξνύκε 

ινηπόλ έλα «απεηξνζηό» νξζνγώλην ηξίγσλν κε θνξπθέο ηα 

ζεκεία: (r, ζ), (r+dr, ζ), (r, ζ+dζ). Οη θάζεηεο πιεξέο ηνπ είλαη 

ηόηε:  dr θαη rdζ. Η ππνηείλνπζα ινηπόλ ζα είλαη: 

                                 
2 2 2 2ds dr r d   

Όκσο ζηε γεληθή πεξίπησζε: 

                                  
2 a b

abds g dx dx  

Με απιή ζύγθξηζε βιέπνπλε όηη: 

11 1g     ,            12 21 0g g     ,          
2

22g r , 

Οπόηε ν κεηξηθόο ηαλπζηήο είλαη: 
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                                     2

1 0

0
abg

r

 
  
 

 

Σόηε ινηπόλ γηα ην δηάλπζκα ηεο ηαρύηεηαο , κε 

ζπληζηώζεο(αληαιινίσηεο): 

                              
1 r  

         θαη       
2  

 

Σν ηεηξάγσλν ηεο ηαρύηεηαο είλαη: 

                   

2 2 2( )a a b

a abg r r         
 

Οπόηε βέβαηα: 

                               

2 21
[ ( ) ]

2
kE m r r  
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                                    ΢ΤΜΠΔΡΑ΢ΜΑΣΑ 

        Στην εργασία αυτή είδαμε ότι η «προσθετική ιδιότητα» της 

κινητικής ενεργειας, εμφανίζεται σωστή στα ορθογώνια (ακόμη και 

καμπυλόγραμμα) συστήματα συντεταγμένων. Αποδεικνύεται 

«εσφαλμένη» σε μη-ορθογώνια συστήματα αναφοράς (εκεί δηλαδή 

που οι συντεταγμένες «μπλέκονται» μεταξύ τους), όπως πχ 

στους πλάγιους άξονες στο επίπεδο, που μελετήσαμε.  

         Ο λόγος είναι ότι η κινητική ενέργεια είναι μεν βαθμωτό 

μέγεθος, εξαρτάται όμως από το τετράγωνο της ταχύτητας, (το 

εσωτερικό γινόμενο δηλαδή της ταχύτητας επί τον εαυτό της). Έτσι 

στα μη ορθογώνια συστήματα συντεταγμένων, ενώ παραμένει 

αναλλοίωτη σε μετασχηματισμούς  συστημάτων αναφοράς ( όπως 

οφείλει σαν βαθμωτό –scalar- μέγεθος), «χάνει» την «προσθετική» 

της ιδιότητα. Εμφανίζονται επί πλέον προσθετέοι που οφείλονται στη 

«μίξη» των συντεταγμένων, που όπως θέλω να ελπίζω, φάνηκε στην 

εργασία.  
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