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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

Την παρούσα μαθηματική ανάλυση είχα γράψει το καλοκαίρι του 2020 και θα παρουσιάσω στην 

παράλληλη μαθητική δράση που πραγματοποιείται μαζί με το 18ο Πανελλήνιο συνέδριο της 

Ένωσης Ελλήνων Φυσικών. 

 

ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Έστω δύο ρευματοφόρες καμπύλες C1 και C2 που διαρρέονται από ομογενή ρεύματα 

Ι1 και Ι2. Σύμφωνα με τον νόμο του Ampere, κάθε αγωγός(ρευματοφόρα καμπύλη) 

δημιουργεί στον χώρο μαγνητικό πεδίο. Εφόσον τα ρεύματα είναι ομογενή και χρονικά 

ανεξάρτητα, τα μαγνητικά πεδία είναι συναρτήσεις θέσης. Ο κάθε αγωγός λοιπόν, 

βρίσκεται εντός του μαγνητικού πεδίου του άλλου αγωγού, που σημαίνει ότι δέχεται 

ηλεκτρομαγνητικές δυνάμεις που οφείλονται στην ύπαρξη ρευμάτων. Άρα οι αγωγοί 

αλληλοεπιδρούν μεταξύ τους, με δυνάμεις που καθορίζονται από τα χαρακτηριστικά 

της καμπύλης και του ρεύματος που την διαρρέει. Η σχέση των δυνάμεων και των 

αξιωμάτων στα οποία υπακούν, είναι το βασικό θέμα της ανάλυσης. Συγκεκριμένα, θα 

προσπαθήσω να αποδείξω ότι οι δυνάμεις αλληλοεπίδρασης υπακούν στον νόμο της 

δράσης-αντίδρασης (ΙΙΙ νόμος Νεύτωνα), άρα το σύστημα των δύο αγωγών είναι 

μονωμένο ανεξάρτητα της σχετικής θέσης τους.  

Έστω ορθοκανονική διανυσματική βάση με αρχή το Ο και έστω 𝑟1⃗⃗⃗   και 𝑟2⃗⃗  ⃗ τα 

διανύσματα θέσης δύο διαφορικών τμημάτων των αγωγών 𝑑𝑙1⃗⃗   και 𝑑𝑙2⃗⃗⃗  .  

Εικόνα 1: Οι θέσεις των ρευματοφόρων αγωγών ως προς το σύστημα αναφοράς 



ΕΝΟΤΗΤΑ Α (Θεωρητική ανάλυση) 

Το μαγνητικό πεδίο που δημιουργεί κάθε αγωγός στο διαφορικό τμηματίδιο του άλλου, 

μπορεί να υπολογιστεί από τον νόμο Biot-Savart. Δηλαδή, ο αγωγός έστω C1 

δημιουργεί μαγνητικό πεδίο 𝐵1
⃗⃗⃗⃗ = 𝐵1

⃗⃗⃗⃗ (𝑟2⃗⃗  ⃗) στο διαφορικό τμήμα 𝑑𝑙2⃗⃗⃗  , όπου: 

𝛣1
⃗⃗⃗⃗ = ∮

𝜇𝛪1
4𝜋𝐶1

𝑑𝑙1⃗⃗  × 𝑟1,2⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

|𝑟1,2⃗⃗⃗⃗⃗⃗ |
3  

(1) 

Αντίστοιχα λοιπόν, το μαγνητικό πεδίο που παράγει ο αγωγός C2 στην τμήμα 𝑑𝑙1⃗⃗   είναι: 

𝛣2
⃗⃗⃗⃗ = ∮

𝜇𝛪2
4𝜋𝐶2

𝑑𝑙2⃗⃗⃗  × 𝑟2,1⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

|𝑟1,2⃗⃗⃗⃗⃗⃗ |
 

(2) 

Κάθε τμηματίδιο διαρρέεται από ρεύμα, και βρίσκεται εντός μαγνητικού πεδίου (εδώ 

το πεδίο είναι ανομοιογενές αφού η παράγωγος της χωρικής συνάρτησης του πεδίου 

είναι μη μηδενική. Με άλλα λόγια το πεδίο εξαρτάται από τον χώρο), οπότε δέχεται 

δύναμη Lorentz. Δηλαδή, η δύναμη που δέχεται το τμήμα 𝑑𝑙1⃗⃗   λόγω της ύπαρξης του 

πεδίου 𝛣2
⃗⃗⃗⃗ = 𝛣2

⃗⃗⃗⃗ (𝑟1⃗⃗⃗  ) ή αλλιώς η δύναμη που ασκεί ο αγωγός C2 στο τμήμα 𝑑𝑙1⃗⃗   είναι: 

𝑑𝐹2
⃗⃗  ⃗ = 𝛪1𝑑𝑙1⃗⃗  × 𝐵2

⃗⃗⃗⃗ =
𝜇𝛪1𝛪2
4𝜋

𝑑𝑙1⃗⃗  × ∮
𝑑𝑙2⃗⃗⃗  × 𝑟2,1⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

|𝑟1,2⃗⃗⃗⃗⃗⃗ |
3

𝐶2

 

(3) 

Οπότε η συνολική δύναμη που δέχεται ο αγωγός C1 δίνεται με κλειστή ολοκλήρωση 

των στοιχειωδών 𝑑𝐹2
⃗⃗  ⃗ στην καμπύλη C1 : 

𝐹2
⃗⃗  ⃗ =

𝜇𝛪1𝛪2
4𝜋

∮ 𝑑𝑙1⃗⃗  
𝐶1

× ∮
𝑑𝑙2⃗⃗⃗  × 𝑟2,1⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

|𝑟1,2⃗⃗⃗⃗⃗⃗ |
3

𝐶2

=
𝜇𝛪1𝛪2
4𝜋

∮ ∮
𝑑𝑙1⃗⃗  × (𝑑𝑙2⃗⃗⃗  × 𝑟2,1⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )

|𝑟1,2⃗⃗⃗⃗⃗⃗ |
3

𝐶2𝐶1

 

(4) 

Αντίστοιχα λοιπόν, η δύναμη 𝐹1
⃗⃗  ⃗ που ασκεί ο αγωγός C1 στον αγωγό C2 είναι: 

𝐹1
⃗⃗  ⃗ =

𝜇𝛪1𝛪2
4𝜋

∮ ∮
𝑑𝑙2⃗⃗⃗  × (𝑑𝑙1⃗⃗  × 𝑟1,2⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )

|𝑟1,2⃗⃗⃗⃗⃗⃗ |
3

𝐶2𝐶1

 

(5) 

Άρα η συνισταμένη δύναμη με την οποία αλληλοεπιδρούν οι ρευματοφόρες καμπύλες 

(δηλαδή η συνολική δύναμη στο σύστημα) είναι: 

∑𝐹 

𝜈=2

𝑖=1

= 𝐹1
⃗⃗  ⃗ + 𝐹2

⃗⃗  ⃗ = ∑𝐹  



(6) 

Συνδυάζοντας τις σχέσεις (5) και (6) προκύπτει: 

∑𝐹 =
𝜇𝛪1𝛪2
4𝜋

[∮ ∮
𝑑𝑙2⃗⃗⃗  × (𝑑𝑙1⃗⃗  × 𝑟1,2)⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ 

|𝑟1,2⃗⃗⃗⃗⃗⃗ |
3

𝐶2𝐶1

+ ∮ ∮
𝑑𝑙1⃗⃗  × (𝑑𝑙2⃗⃗⃗  × 𝑟2,1⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )

|𝑟1,2⃗⃗⃗⃗⃗⃗ |
3

𝐶2𝐶1

] 

(7) 

Αναπτύσσονται τα συνεχή εξωτερικά γινόμενα, με την ταυτότητα: 

𝛼 × (𝑏⃗ × 𝑐 ) = 𝑏⃗ ∙ (𝑎 ∙ 𝑐 ) − 𝑐 ∙ (𝑎 ∙ 𝑏⃗ ) 

(8) 

Επίσης ισχύει: 

𝑟1,2⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = −𝑟2,1⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

(9) 

Οπότε από τις σχέσεις (8) και (9), η σχέση (7) γίνεται: 

∑𝐹 =
𝜇𝛪1𝛪2
4𝜋

[∮ ∮
𝑑𝑙1⃗⃗  ∙ (𝑑𝑙2⃗⃗⃗  ∙ 𝑟1,2⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )

|𝑟1,2⃗⃗⃗⃗⃗⃗ |
3

𝐶2𝐶1

+ ∮ ∮
𝑑𝑙2⃗⃗⃗  ∙ (𝑑𝑙1⃗⃗  ∙ 𝑟1,2⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )

|𝑟1,2⃗⃗⃗⃗⃗⃗ |
3

𝐶2𝐶1

] 

(10) 

Ισοδύναμα, χωρίζοντας τα διπλά επικαμπύλια ολοκληρώματα, στις καμπύλες C1 και 

C2, η σχέση (10) μπορεί να γραφτεί και στην παρακάτω μορφή: 

∑𝐹 =
𝜇𝛪1𝛪2
4𝜋

[∮ 𝑑𝑙1⃗⃗  
𝐶1

∮
𝑑𝑙2⃗⃗⃗  ∙ 𝑟1,2⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

|𝑟1,2⃗⃗⃗⃗⃗⃗ |
3

𝐶2

+ ∮ 𝑑𝑙2⃗⃗⃗  
𝐶2

∮
𝑑𝑙1⃗⃗  ∙ 𝑟1,2⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

|𝑟1,2⃗⃗⃗⃗⃗⃗ |
3

𝐶1

] 

(11) 

Σύμφωνα με το θεώρημα Stokes σε γενική περίπτωση ισχύει: 

∮ 𝑎 
𝐶

∙ 𝑑𝑙 = ∬(∇⃗⃗ × 𝑎 )𝑑𝑆 = ∫ (∇⃗⃗ 
𝑆

× 𝑎 )𝑑𝑆  

(12) 

Οπότε για ένα ολοκλήρωμα της παρακάτω μορφής (που υπάρχει διπλά στην σχέση 

(11)) ισχύει: 

∮
𝑑𝑙 ∙ 𝑟 

𝑟3
𝐶

= ∮ (
𝑟 

𝑟3
)

𝐶

𝑑𝑙 = ∬(∇⃗⃗ ×
𝑟 

𝑟3
)𝑑𝑆  

(13) 

Ο στροβιλισμός όμως είναι μηδενικός, αφού το διανυσματικός πεδίο που στροβιλίζεται 

είναι συντηρητικό. Άρα ισχύει: 



∮
𝑑𝑙2⃗⃗⃗  ∙ 𝑟1,2⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

|𝑟1,2⃗⃗⃗⃗⃗⃗ |
3

𝐶2

= ∮
𝑑𝑙1⃗⃗  ∙ 𝑟1,2⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

|𝑟1,2⃗⃗⃗⃗⃗⃗ |
3

𝐶1

= 0 

(14) 

 

ΕΝΟΤΗΤΑ Β (Αποτελέσματα) 

Άρα λοιπόν σύμφωνα με την σχέση (14), η σχέση (11) είναι: 

∑𝐹 = 0 

(15) 

Με άλλα λόγια: 

𝐹1
⃗⃗  ⃗ + 𝐹2

⃗⃗  ⃗ = 0 ⇒ 𝐹1
⃗⃗  ⃗ = −𝐹2

⃗⃗  ⃗ 

(16) 

 

ΕΝΟΤΗΤΑ Γ (Συμπεράσματα) 

Φαίνεται λοιπόν ότι η συνολική δύναμη που επιδρά στο σύστημα είναι μηδενική, και 

κάθε αγωγός ασκεί στον άλλο ίδια δύναμη κατά μέτρο, αντίθετη κατά φορά. Οι 

δυνάμεις αυτές μάλιστα, έχουν και τον ίδιο φορέα, οπότε δεν υπάρχει ούτε ροπή ως 

προς οποιοδήποτε διανυσματική βάση. Άρα το σύστημα των δύο αγωγών είναι τελικά 

πλήρως μονωμένο, διατηρώντας τόσο την ορμή όσο και την στροφορμή του. 
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