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Mονοδιάστατη κίνηση – γενικευµένα ισοζύγια ορµής ή ενέργειας 

Στη µία διάσταση ως γνωστόν ισχύουν οι ακόλουθες ισοδυναµίες: 
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(όπου F η συνισταµένη δύναµη) οπότε διακρίνουµε τις εξής περιπτώσεις: (c = σταθερή) 

Περίπτωση 1η: F = F0 = σταθερή → επιλέγω να δουλέψω µε την κάτωθι ισοδύναµη 

σχέση 
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που οδηγεί σε ένα γενικευµένο ισοζύγιο ενέργειας. Αν επιλέξω να δουλέψω όµως µε την 

κάτωθι σχέση τότε 
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οδηγούµαστε στο γνωστό θεώρηµα ώθησης-ορµής ή αλλιώς σε ένα ισοζύγιο ορµής 

Aπό τον συνδυασµό των δύο παραπάνω ισοζυγίων µπορεί να βρεθεί η γνωστή εξίσωση 

της τροχιάς χ = χ(t) παρουσία σταθερής δύναµης ...   

Περίπτωση 2η: F = F(x) → επιλέγω να δουλέψω µε την κάτωθι ισοδύναµη σχέση 
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που οδηγεί πάλι σε γενικευµένο ισοζύγιο ενέργειας. Αν επιλέξω να δουλέψω όµως µε 

την κάτωθι σχέση τότε 
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οδηγούµαστε σε ένα ισοζύγιο ορµής µόνο εφόσον θεωρήσουµε την δύναµη σαν συνάρτη-

ση του χρόνου εµµέσως όµως µέσω της θέσης χ = χ(t), αλλά µια τέτοια αναγωγή για την 

δύναµη αντιστοιχεί στην περίπτωση 3η παρακάτω ... (αν αφήσουµε την δύναµη ως 
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συνάρτηση της θέσης τότε δεν µπορεί να προχωρήσει o χωρισµός µεταβλητών και να 

οδηγηθούµε σε κάποιο ισοζύγιο ορµής). 

Από τις περιπτώσεις 1 και 2 προκύπτει επίσης ότι αν η συνισταµένη δύναµη περιέχει συ-

νδυασµό σταθερών ή αµιγώς χωροεξαρτώµενων όρων, τότε και πάλι καταλήγουµε σε ένα 

ενεργειακό ισοζύγιο και γενικά µπορούµε να αποδώσουµε µια αφηρηµένη δυναµική 

ενέργεια αν και εφόσον η συνισταµένη δύναµη προκύψει αµιγώς χωροεξαρτώµενη ή 

σταθερή ή συνδυασµός των περιπτώσεων 1 και 2 

Περίπτωση 3η: F = F(t) → επιλέγω να δουλέψω µε την κάτωθι ισοδύναµη σχέση 
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που µπορεί να ιδωθεί ως ένα ισοζύγιο ορµής, και υποδεικνύει ότι η ταχύτητα µπορεί να 

ιδωθεί ως συνάρτηση του χρόνου. Μπορώ περαιτέρω λοιπόν να κάνω και το εξής 
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ο όρος 
( )F t

W  ανάλογα µε το πρόσηµό του προσθέτει επί της κινητικής ενέργειας ή 

αφαιρεί, και η συνολική έκφραση µπορεί να ιδωθεί ως ένα ενεργειακό ισοζύγιο. Στην 

προκειµένη περίπτωση δεν υπάρχει ασυµβατότητα µεταξύ των δύο πορισµάτων γιατί 

περάσαµε από το πάνω στο κάτω αξιοποιώντας το γεγονός ότι η ταχύτητα είναι συνάρτηση 

του χρόνου. 

Να σηµειωθεί δε ότι ο υπολογισµός του έργου αµιγώς χρονοεξαρτώµενης δύναµης 

makes sense µέσω της χρονικής ολοκλήρωσης της στιγµιαίας ισχύος της δύναµης 

(εµπνεόµενος βέβαια από τον κλασσικό ορισµό του έργου µιας δύναµης Fdx∫  ... ) 

Περίπτωση 4η: F = F(v) → επιλέγω να δουλέψω µε την κάτωθι ισοδύναµη σχέση 
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το οποίο όµως δεν θυµίζει ισοζύγιο ορµής (γιατί δεν αναγνωρίζουµε κάπου την ποσότητα 

mv ), λαµβάνουµε όµως την πληροφορία ότι η ταχύτητα φέρει εξάρτηση από τον χρόνο 



ΜΟΝΟΔΙΑΣΤΑΤΗ ΚΙΝΗΣΗ – ΓΕΝΙΚΕΥΜΕΝΑ 

ΙΣΟΖΥΓΙΑ 
PANTELEIMON LAPAS @ 2024 

 

αφού ξεκάθαρα οδηγούµαστε σε µια έκφραση της µορφής ( )t t v= , η οποία θεωρητικά 

υπό κάποιες ήπιες συνθήκες (implicit function theorem) είναι δυνατόν να αντιστραφεί 

και να οδηγήσει σε µια έκφραση της µορφής ( )v v t= . Αν από την άλλη επιλέξω να δου-

λέψω ως κάτωθι, αξιοποιώντας και την τελευταία πληροφορία, έχουµε ότι 
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το οποίο επίσης καταδεικνύει ισοζύγιο ενέργειας.  

Από τις περιπτώσεις 1 και 3 προκύπτει επίσης ότι αν η συνισταµένη δύναµη περιέχει συ-

νδυασµό σταθερών και αµιγώς χρονοεξαρτώµενων όρων, τότε µπορούµε να καταλήξουµε 

σε ένα ενιαίο ενεργειακό ισοζύγιο ...  

Περίπτωση 5η: F = F(v, t) όπου θεωρούµε διακριτή εξάρτηση από την ταχύτητα v και 

τον χρόνο t, ας πούµε της µορφής ( , ) ( ) ( )F v t f v g t= ⋅  → επιλέγω να δουλέψω µε την κά-

τωθι ισοδύναµη σχέση 
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η οποία δεν θυµίζει ισοζύγιο ορµής, ή, αν από την άλλη επιλέξω να δουλέψω ως κάτωθι 
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καταλήγω σε κάτι που δεν θυµίζει ισοζύγιο ενέργειας ... . Στην ειδική περίπτωση όπου 

( ) 1 /f v v= , προκύπτει από την πάνω εκ των ανωτέρων σχέσεων ότι  
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και αυτή η σχέση θυµίζει ενεργειακό ισοζύγιο, ενώ στην ειδική περίπτωση που ( )f v v=

, από την κάτω εκ των ανωτέρω σχέσεων προκύπτει ότι  
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που θυµίζει ισοζύγιο ορµής. 

Περίπτωση 6η: F(x, v), όπου θεωρούµε διακριτή εξάρτηση από την θέση χ και την ταχύ-

τητα v, ας πούµε της µορφής ( , ) ( ) ( )F x v f x g v= ⋅  οπότε για να να δούµε που µπορούµε 

να φτάσουµε ... εδώ επιλέγουµε να δουλέψουµε µε την κάτωθι ισοδύναµη σχέση 
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το οποίο όµως δεν θυµίζει ισοζύγιο ορµής. Στην ειδική περίπτωση όµως που ( )g v v= , 

έχουµε ότι  
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όπου εδώ πέρα αναγνωρίζουµε ένα ισοζύγιο ορµής. Σηµειώνεται ότι σε αυτή την ειδική 

τελευταία περίπτωση ισχύει ότι  
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καταλήγουµε δηλαδή σε µια πρωτοτάξια συνήθη διαφορική εξίσωση της ταχύτητας ως 

συνάρτησης της θέσης, η οποία µε ολοκλήρωση κατά µέλη οδηγεί στο ακριβώς από 

πάνω ισοζύγιο ορµής. 

Περίπτωση 7η: F(x, t) → δεν εξετάζεται για την ώρα, γιατί, ακόµη κι αν πάρουµε την 

απλή περίπτωση όπου ( , ) ( ) ( )F x t f x g t= ⋅ , δεν µπορεί να λυθεί η διαφορική εξίσωση 
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= ⇔ = ⋅ɺɺ  µε τη µέθοδο του χωρισµού µεταβλητών (για να µπο-

ρέσουµε να εξάγουµε κάποιον όρο ορµής ή κινητικής ενέργειας όπως κάναµε παρα-

πάνω) χώρια που η διαφορική εξίσωση είναι µη-γραµµική.  
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Σηµειώνεται τέλος για λόγους πληρότητας ότι η γνωστή Νευτώνεια εξίσωση (για 1D)
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= ⇔ =ɺɺ  είναι γραµµική µόνο αν φέρει την ακόλουθη µορφή 
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όπου Α και Β σταθεροί συντελεστές και C(t) συνάρτηση του χρόνου … oπότε µόνο σε 

αυτές τις περιπτώσεις ισχύει η αρχή της επαλληλίας για την επίλυση της αντίστοιχης 

διαφορικής εξίσωσης (σε αυτήν συµπεριλαµβάνεται ο αρµονικός ταλαντωτής, ο ταλαντω-

τής µε απόσβεση, ο ταλαντωτής µε απόσβεση και χρονοεξαρτώµενη διέγερση κτλ) – σε 

όλες τις άλλες περιπτώσεις η εξίσωση καθίσταται µη-γραµµική και η επίλυσή της χρήζει 

φαντασίας ... ! 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


